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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñß äâóìåðíàß êðàåâàß çàäà÷à òèïà Ñòåôàíà,
âîçíèêàþùàß â êðèîõèðóðãèè. Ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà è ýôôåêòèâíûé
ìåòîä åå ïîëíîãî èññëåäîâàíèß äëß ñëó÷àß öèëèíäðè÷åñêîãî êðèîèí-
ñòðóìåíòà, ïîëíîñòüþ âíåäðåííîãî â áèîòêàíü. Ïðåäëîæåííûé àëãî-
ðèòì èññëåäîâàíèß äîâåäåí äî ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà ÝÂÌ.
The paper considers the mathematical model of the biological tissue cryo-
destruction process constituting the two-measure Stefan's type boundary
problem. The method of its suﬃciently complete analysis for the case of
cylindrical cryoinstrument with the full penetration in tissue has been
worked out. The computer program implementing the proposed algorithm
has been developed.
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Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, â èíåðòíîé ñðåäå (áåç èñòî÷íèêîâ òåïëà) ñ ïîñòîßííûìè òåïëî-
ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß òåïëîâîãî âîçìóùåíèß
ìãíîâåííà, ÷òî îáóñëîâëèâàåòñß ëèíåéíîñòüþ óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè. Èíà÷å
îáñòîèò âîïðîñ äëß ñðåä ñ çàâèñßùèìè îò òåìïåðàòóðû òåïëîôèçè÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè, êîãäà óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñòàíîâèòñß êâàçèëèíåéíûì. Õî-
ðîøî èçó÷åí ñëó÷àé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò
òåìïåðàòóðû. Ïîëó÷åííûå çäåñü ìåòîäîì ðàçäåëåíèß ïåðåìåííûõ Áèðêãîôà àâòî-
ìîäåëüíûå ðåøåíèß îäíîìåðíûõ çàäà÷ îïèñûâàþò òåïëîâûå âîëíû, ðàñïðîñòðà-
íßþùèåñß ïî íåâîçìóùåííîé ñðåäå ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî, çäåñü ìîæíî
ãîâîðèòü î ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè òåïëîâîãî âîçìóùåíèß òîëüêî â äàííûé




Íè ëèíåéíûé, íè îòìå÷åííûé êâàçèëèíåéíûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ íå ïîç-
âîëßþò îïèñàòü ýâîëþöèþ ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè,
ñòàáèëèçèðóþùèõñß ê ïðåäåëüíûì ñòàöèîíàðíûì ñîñòîßíèßì ñ ÷åòêîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ëîêàëèçàöèåé ïîëß òåìïåðàòóðû. Ê ïîñëåäíèì îòíîñßòñß ïðîöåññû êðèî-
ãåííîãî îõëàæäåíèß è çàìîðàæèâàíèß áèîòêàíè. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ
ïðîöåññîâ ßâëßåòñß ñïåöèàëüíàß çàâèñèìîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà îò èñêîìîãî ïîëß
òåìïåðàòóðû.
Â ìíîãî÷èñëåííûõ çàðóáåæíûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [1,
2, 3]) ðàññìàòðèâàåòñß ëèíåéíàß çàâèñèìîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà îò òåìïåðàòóðû,
êîòîðàß íå ïîçâîëßåò îïèñàòü îòìå÷åííûé âûøå ýôôåêò ïðîñòðàíñòâåííîé ëî-
êàëèçàöèè òåïëà, äëß ñóùåñòâîâàíèß êîòîðîãî, êàê ïîêàçàíî â [4], íåïðåìåííûì
ßâëßåòñß óñëîâèå wuu¯   ª, ãäå wu - ôóíêöèß èñòî÷íèêîâ, à u¯ - òåìïåðàòóðà
áèîòêàíè, äî êîòîðîé åùå íå äîøåë õîëîä. Ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü çà-
âèñèìîñòü âèäà wu   w0u¯  uβ , ãäå 0 @ β @ 1, êîòîðàß, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðßåò
óêàçàííîìó âûøå ñâîéñòâó.
Îäíîé èç çàäà÷ êðèîõèðóðãèè ßâëßåòñß óíè÷òîæåíèå êëåòîê â ëîêàëüíîì, ÷åò-
êî îãðàíè÷åííîì îáúåìå áèîòêàíè, çàíèìàåìîì çëîêà÷åñòâåííîé îïóõîëüþ. Â ñâß-
çè ñ òåì, ÷òî ïðèìåíßåìûå êðèîãåííûå òåìïåðàòóðû äîñòèãàþò 150XC è áîëåå
íèçêèõ, ãèáåëü êëåòîê äîñòèãàåòñß â ðåçóëüòàòå ðàçðûâîâ ìåìáðàí, îáðàçóþùèõñß
ïðè êðèîãåííîì îõëàæäåíèè, êðèñòàëëàìè ëüäà âíåêëåòî÷íîé è âíóòðèêëåòî÷íîé
âîäû, à òàêæå îñìîòè÷åñêîãî ðàçáóõàíèß ïðè îòòàèâàíèè áèîòêàíè. Î÷åâèäíî,
÷òî ðàçâèòèå è âíåäðåíèå êðèîõèðóðãè÷åñêîãî ìåòîäà â øèðîêóþ ìåäèöèíñêóþ
ïðàêòèêó âî ìíîãîì çàâèñèò îò äîñòîâåðíîãî îïèñàíèß òåïëîâîãî ïðîöåññà çàìî-
ðàæèâàíèß áèîòêàíè, ñîïðîâîæäàþùåãîñß ôàçîâûì ïåðåõîäîì âîäà-ëåä. Â ñâß-
çè ñ ýòèì, íàðßäó ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèßìè, àêòóàëüíûì ßâëßåòñß
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â çàìîðàæèâàåìîé áèîòêàíè,
òðåáóþùåå ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß âîçíèêàþùèõ çäåñü çàäà÷
Ñòåôàíà.
Ïî äèíàìèêå èçîòåðì êðèîïîðàæåíèß 20  50XC è çàìîðàæèâàíèß 0 
3XC, ñêîðîñòè ïîíèæåíèß òåìïåðàòóðû, âðåìåíè äîñòèæåíèß çàäàííîãî èëè
ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîßíèß (ýêñïîçèöèè) è äðóãèì ïàðàìåòðàì êðèîãåííîãî âîçäåé-
ñòâèß íà áèîòêàíü ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü åãî ðåçóëüòàòû è îäíîâðåìåííî ïîëó-
÷èòü íåîáõîäèìûå äàííûå äëß ðàñ÷åòà ðàçëè÷íîãî êðèîõèðóðãè÷åñêîãî èíñòðó-
ìåíòà è îáîðóäîâàíèß.
Ëîêàëüíîå çàìîðàæèâàíèå è ðàçðóøåíèå áèîëîãè÷åñêîé òêàíè îñóùåñòâëßåò-
ñß êðèîçîíäàìè ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè îõëàæäàþùåé ïîâåðõíîñòè, ðàñïîëàãà-
åìûìè íà ïîâåðõíîñòè áèîòêàíè èëè âíåäðßåìûìè â íåå. Ñ ïîíèæåíèåì òåìïå-
ðàòóðû êðèîçîíäà â òêàíè âîçíèêàåò íåñòàöèîíàðíîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå. Ïî-
âðåæäåíèå âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ôàçîâîãî èçìåíåíèß, òî åñòü çàìîðàæèâàíèß
áèîòêàíè âáëèçè îõëàæäàþùåé ïîâåðõíîñòè êðèîçîíäà. Ðàñïðîñòðàíåíèþ ôðîí-
òà çàìîðàæèâàíèß ïðåïßòñòâóþò âûäåëßþùàßñß íà íåì òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè
è äåéñòâóþùèå â íå çàìîðîæåííîé òêàíè èñòî÷íèêè òåïëà êðîâî- è ëèìôîòîêà,
ìåòàáîëèçìà, îêèñëèòåëüíûõ ðåàêöèé. Ýòî ïðèâîäèò ê ðåàëüíî íàáëþäàåìîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè òåïëîâîãî âîçìóùåíèß, à ïðè óñòàíîâèâøåìñß îòâîäå
òåïëà è ê ñòàáèëèçàöèè âî âðåìåíè ê ïðåäåëüíîìó ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàí-
íîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîßíèþ. Ïðè êîíêðåòíîé òåìïåðàòóðå êðèîçîíäà ôðîíò
çàìîðàæèâàíèß ðàñïðîñòðàíßåòñß ïî òêàíè äî íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî ïîëîæå-
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íèß. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå èçîòåðìû êðèîïîðàæåíèß îïðåäå-
ëßåò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð äåñòðóêöèè áèîòêàíè. Íà äèíàìèêó êðèîïîðàæåíèß
âëèßåò ãåîìåòðèß îõëàæäàþùåé ïîâåðõíîñòè êðèîçîíäà è åå òåìïåðàòóðà, òåïëî-
ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè çàìîðîæåííîé è íå çàìîðîæåííîé òêàíè, ìåòàáîëè-
÷åñêàß ñêîðîñòü òåïëîîáðàçîâàíèß òêàíè, òåìïåðàòóðà êðîâè, ñêîðîñòü êðîâîòîêà
â òêàíè, óñëîâèß òåïëîîáìåíà íà ïîâåðõíîñòè òêàíè [4].
Ðàíåå â [5] áûëà ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëß ñëó÷àß öèëèíäðè÷åñêîãî
èíñòðóìåíòà, ðàñïîëàãàåìîãî íà ïîâåðõíîñòè áèîòêàíè, â ñâßçè ñ ÷åì îáëàñòü,
â êîòîðîé èñêàëîñü ðåøåíèå çàäà÷è, èìåëî ôîðìó ïîëóêîëüöà. Òàêæå â [5] áûë
äåòàëüíî ðàññìîòðåí àëãîðèòì èññëåäîâàíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà ÝÂÌ. Ìîäåëü, ðàññìàòðèâàåìàß â íàñòîßùåé
ðàáîòå, íåñêîëüêî îòëè÷àåòñß îò âûøå óêàçàííîé.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðèîèíñòðóìåíò èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó, äîñòàòî÷-
íî ïðîòßæåí è ïîëíîñòüþ âíåäðåí â áèîòêàíü. Îáëàñòü, â êîòîðîé áóäåì èñêàòü
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, áóäåò èìåòü ôîðìó êîëüöà. Â ñèëó ñèììåòðèè îòíî-
ñèòåëüíî îñè Z (îñü 0Z ñ÷èòàåì ïðîõîäßùåé ÷åðåç îñü èíñòðóìåíòà), ìû ïîëó÷àåì
äâóìåðíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó òèïà Ñòåôàíà.
Ïîñòàíîâêó çàäà÷è, â ñâßçè ñî ñêàçàííûì âûøå, öåëåñîîáðàçíåé áóäåò ñäåëàòü,
ââåäß ïîëßðíûå êîîðäèíàòû
x   r cosϕ, y   r sinϕ,
ãäå r - ïîëßðíûé ðàäèóñ, à ϕ - ïîëßðíûé óãîë. Òîãäà óðàâíåíèß, îïèñûâàþùèå













  c uρ u ∂u
∂t
 
  w u  P ∂u
∂t
δ u  u1  P0 ∂u
∂t
δ u  u2 ,
0 @ ϕ @ 2pi, r0 @ r @ R,
u r,ϕ,0   u¯   const, r0 B r B R, 0 B ϕ B 2pi, (1)
λ u ∂u
∂r
 αu   αu3, r   r0, 0 B ϕ B 2pi, t A 0,
u r,ϕ, t   u¯, r   R, 0 B ϕ B 2pi, t A 0,
u r,0, t   u r,2pi, t , r0 B r B R, t A 0.
u r,ϕ1 r, t , t  u1,
u r,ϕ2 r, t , t  u2,¡ (2)
Çäåñü λ u , c u , ρ u - êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè, òåïëîåìêîñòè è
ïëîòíîñòè áèîòêàíè ñîîòâåòñòâåííî; ϕ1 r, t , ϕ2 r, t - èçîòåðìè÷åñêèå ïîâåðõíî-
ñòè, íà êîòîðûõ òåìïåðàòóðà áèîòêàíè ðàâíà u1 è u2 ñîîòâåòñòâåííî; r0 - ðàäèóñ
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öèëèíäðè÷åñêîãî êðèîçîíäà; R - íåêîòîðàß èçâåñòíàß ïîñòîßííàß âåëè÷èíà (åå
çíà÷åíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåøåíèß îäíîìåðíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, ñì., íà-
ïðèìåð, â [4]), õàðàêòåðèçóþùàßñß òåì, ÷òî âíå êðóãà ðàäèóñà R òåìïåðàòóðà
áèîòêàíè ïîñòîßííà è ðàâíà u¯; P,P0, u0 - çàäàííûå ïîñòîßííûå; α - êîýôôèöèåíò
òåïëîîáìåíà áèîòêàíè è êðèîèíñòðóìåíòà; u3 - òåìïåðàòóðà åãî îõëàæäàþùåé
ïîâåðõíîñòè (ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè), δ x - äåëüòà-ôóíêöèß Äèðàêà.
Îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò ôóíêöèè u r,ϕ, t , ϕ1 r, t , ϕ2 r, t. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êîýôôèöèåíòû c u , ρ u , λ u ìîãóò èìåòü ðàçðûâû 1 ðîäà ïðè u   u1 è
u   u2 è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå c u C cmin A 0, ρ u C ρmin A 0, λ u C λmin A 0.
Äëß ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (1), (2) ïðåäëàãàåòñß ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
2. Ìåòîä ðåøåíèß
Ââîäß ôóíêöèþ
H u   S u
0
c ξρ ξdξ  Pη u  u1  P0η u  u2 ,













 w u   ∂H u
∂t
.
Äàëåå, ïðîâîäèì ñãëàæèâàíèå ôóíêöèé H u , λ u ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé Hk u , λk u , ñõîäßùèõñß ïðè
k  ª è u x u2, u x u1, ñîîòâåòñòâåííî ê H u , λ u [6], ïðè÷åì:
Bk u  Hku u C c   const A 0.
Çàäà÷ó Ñòåôàíà (1), (2) ìîæíî òåïåðü çàìåíèòü àïïðîêñèìèðóþùåé ¾ñãëàæåí-













 Bk uk ∂uk
∂t
 
  w uk , r0 @ r @ R, 0 @ ϕ @ 2pi, t A 0, (3)
uk r,ϕ,0   u¯   const, r0 B r B R, 0 B ϕ B 2pi,
λk uk ∂uk
∂r
 αuk   αu3, r   r0, 0 B ϕ B 2pi, t A 0,
uk r,ϕ, t   u¯, r   R, 0 B ϕ B 2pi, t A 0,
uk r,0, t   uk r,2pi, t , r0 B r B R, t A 0.
Óñëîâèß (2) íà èçîòåðìè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòßõ ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå ñîäåðæàò-
ñß â óðàâíåíèè (3). Äëß ðåøåíèß äàííîé çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü ëîêàëüíî-
îäíîìåðíûé ìåòîä [7].
Ïðåæäå, ÷åì âûïèñûâàòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó ââåäåì â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñåòêó. Äëß ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ðàâíîìåðíûå ñåòêè ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé.
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Îáîçíà÷èì:
W r   ri   ihr, i   0,1, . . . ,N  1,N ,
ãäå
rN   R, r0   r0;
Wϕ   ϕj   jhϕ, j   0,1,M  1,M ,
ãäå
ϕ0   0, ϕM   2pi;
W t   tn   nτ, n   0,1, . . . ,
ãäå
t0   0.
Òîãäà íà ìíîæåñòâå W  W r  Wϕ  W t âìåñòî ôóíêöèè íåïðåðûâíûõ àðãóìåí-
òîâ u r,ϕ, t áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ äèñêðåòíûõ àðãóìåíòîâ νnij , çíà÷åíèß
êîòîðîé âû÷èñëßþòñß â óçëàõ ñåòêè W . Îáîçíà÷èì ÷åðåç W rϕ   W r  Wϕ. Äëß
ñåòî÷íîé ôóíêöèè νnij ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó:
1
2





αhr  λŁνn1~20j    νn1~2ij  hrαu3αhr  λŁνn1~20j  , 0 @ j @M,
Λ1ν
n1~2
ij   1ri  
1
hr
  ri1~2   λŁνn1~2i1~2,j   νn1~2i1,j  νn1~2ijhr  (4)
ri1~2   λ Łνn1~2i1~2,j   νn1~2ij  νn1~2i1,jhr  ,
1
2
B νn1ij  νn1ij  νn1~2ijτ   Λ2νn1ij  12w νn1ij  , ri, ϕj >Wrϕ,
Λ2νn1ij   1r2i  
1
hϕ
  λ νn1i,j1~2   νn1i,j1  νn1ijhϕ  λ νn1i,j1~2   νn1ij  νn1i,j1hϕ  ,
ν0ij   u¯, t   0, 0 B i B N, 0 B j BM,
νni0   νniM , 0 B i B N, n   1,2, . . .
Çäåñü
νi1~2,j   0,5 νij  νi1,j , νi,j1~2   0,5 νij  νi,j1 ,
ri1~2   0,5 ri  ri1 , ri1~2   0,5 ri  ri1 .
Ó ôóíêöèé Bk, uk, λk äëß íàãëßäíîñòè èíäåêñ k îïóùåí. Äëß íàõîæäåíèß çíà-
÷åíèé ñåòî÷íîé ôóíêöèè ν íà n  1-ì âðåìåííîì ñëîå ïî èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ
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íà n-ì âðåìåííîì ñëîå íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü äâå ñåðèè îäíîìåðíûõ
çàäà÷, ñîîòâåòñòâåííî ïî êîîðäèíàòàì r è ϕ. Êàæäàß òàêàß çàäà÷à ïðåäñòàâëßåò
ñîáîé íåëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, äëß ðåøåíèß êîòîðîé ëó÷øå èñïîëüçî-
âàòü ìåòîä ïðîãîíêè (öèêëè÷åñêîé ïî íàïðàâëåíèþ ϕ, òàê êàê ìàòðèöà ñèñòåìû íå
ßâëßåòñß òðåõäèàãîíàëüíîé) ñîâìåñòíî ñ êàêèì-ëèáî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, íà-
ïðèìåð, ìåòîäîì Íüþòîíà. Ïðè ýòîì ïðè îïðåäåëåíèè νn1 êîýôôèöèåíòû c, ρ, λ
ìîæíî áðàòü íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè [8]. Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà ðàññìàòðèâàëñß ðàíåå â [9]. Ðàñ÷åòíûå äàííûå ìîæíî âçßòü, íàïðèìåð,
â [10].
Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ äîñòîèíñòâ îïèñàííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèß ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è ßâëßåòñß âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèß áîëüøîãî øàãà ïî âðåìåíè, ÷òî,
êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè ñ÷åòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñòî ßâíûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì. Îáëàñòü îïðåäåëåíèß ñãëàæèâàþùåé ôóíêöèè ëó÷øå âûáèðàòü
òàê, ÷òîáû îõâàòûâàëîñü 2-3 ñ÷åòíûå òî÷êè [6].
Çàêëþ÷åíèå
Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷¼òîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:
1) ðåçóëüòàòû ñ÷åòà âïîëíå ñîãëàñóþòñß ñ ðåçóëüòàòàìè ñ÷åòà äðóãèõ äâóìåðíûõ
çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå àâòîðîì, (ñì., íàïðèìåð, [5]), à òàêæå ñ ðåçóëüòà-
òàìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè àâòîðàìè ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîìåðíûõ íåñòàöè-
îíàðíûõ çàäà÷ òèïà Ñòåôàíà, âîçíèêàþùèõ â êðèîõèðóðãèè, (ñì., íàïðèìåð
[11]);
2) àíàëèç âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëèë ïðîñëåäèòü ñòàáèëèçàöèþ êàê ïîëß
òåìïåðàòóðû òàê è ïîëß èçîòåðì ê ïðåäåëüíîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîßíèþ;
3) â ðåçóëüòàòå ñ÷åòà îáíàðóæåíà ñâßçü ìåæäó øàãàìè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâó, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîëó÷åííàß ðàçíîñòíàß ñõåìà, ïî âñåé âèäèìîñòè,
ßâëßåòñß óñëîâíî-óñòîé÷èâîé;
4) ïðè òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ, ÷òî è â ðàáîòå [5], ò.å. r0   1ìì (ðàäèóñ öèëèíäðè-
÷åñêîãî êðèîèíñòðóìåíòà) u3   90XC, w0   48500, β   0.5, (îñòàëüíûå çíà÷åíèß
èñõîäíûõ äàííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ áèîòêàíü, ìîæíî ïîñìîòðåòü â [10]) ïî-
ëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ñòàáèëèçàöèß ê ïðåäåëüíîìó ñòàöèîíàðíîìó
ñîñòîßíèþ äîñòèãàåòñß ïðèìåðíî ÷åðåç 6 ìèíóò; ïðè ýòîì ðàäèóñ çîíû ïîðà-
æ¼ííîé áèîòêàíè êîëåáëåòñß îêîëî îòìåòêè 14 ìì, ðàäèóñ çîíû çàìîðîæåííîé
áèîòêàíè 17 ìì, à ðàäèóñ çîíû îõëàæä¼ííîé áèîòêàíè 30 ìì. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçìåðû èíòåðåñóþùèõ íàñ çîí êðèîïîðàæåíèß, çàìîðàæèâàíèß è âëèßíèß õî-
ëîäà ïîëó÷èëèñü íåñêîëüêî ìåíüøå, ÷åì äëß ñëó÷àß öèëèíäðè÷åñêîãî êðèîèí-
ñòðóìåíòà, ðàñïîëàãàåìîãî íà ïîâåðõíîñòè áèîòêàíè. Ýòî îáúßñíßåòñß òåì, ÷òî
çäåñü îòñóòñòâóåò êîíòàêò ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, èìåþùåé òåìïåðàòóðó, ìåíü-
øóþ, ÷åì òåìïåðàòóðà áèîòêàíè (ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷¼òîâ â [5] òåìïåðàòóðà
îêðóæàþùåé ñðåäû áðàëàñü ðàâíîé 20XC).
×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ, ÒÐÅÕÔÀÇÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ... 63
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Baissalov R., Sandison G.A., Donnelly B.J., Saliken J.C., McKinnon J.G.,
Muldrew K., Rewcastle J.C. A semi-empirical treatment planning model for
optimization of multiprobe cryosurgery. Phys. Med. Biol. 45, 1085-1098 (2000).
[2] Rossi M.R., Rabin Y. Experimental veriﬁcation of numerical simulations of
cryosurgery with application to computerized planning. Phys. Med. Biol. 52, 4553-
4567 (2007).
[3] Rabin Y., Shitzer A. Numerical solution of the multidimensional freezing problem
during cryosurgery. ASME J. Biomech. Eng. 120(1), 32-37 (1998).
[4] Ìèòðîïîëüñêèé Þ.À., Áåðåçîâñêèé À.À. Çàäà÷è Ñòåôàíà ñ ïðåäåëüíûì ñòà-
öèîíàðíûì ñîñòîßíèåì â ñïåöýëåêòðîìåòàëëóðãèè, êðèîõèðóðãèè è ôèçèêå
ìîðß. Ìàò. Ôèçèêà è íåëèíåéí. ìåõàíèêà.- 1987.- Âûï. 7 - ñ. 50-60.
[5] Áóçäîâ Á.Ê. Äâóìåðíàß êðàåâàß çàäà÷à òèïà Ñòåôàíà äëß ïîëóêîëüöà. Èç-
âåñòèß âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè, 1, 2007, ñ.
30-33.
[6] Áóäàê Á.Ì., Âàñèëüåâ Ô.Ï., Óñïåíñêèé À.Á. Ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèß
íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ òèïà Ñòåôàíà. Â ñá. ¾×èñëåííûå ìåòîäû â ãàçîâîé
äèíàìèêå¿. Âûï. IV. Ì., Èçä-âî ÌÃÓ, 1965, 139-183.
[7] Ñàìàðñêèé À.À. Ëîêàëüíî-îäíîìåðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû íà íåðàâíîìåðíûõ
ñåòêàõ. ÆÂÌ è ÌÔ, 1963, ò.3, N 3, ñ. 431-466.
[8] Ñàìàðñêèé À.À., Ìîèñååíêî Á.Ä. Ýêîíîìè÷íàß ñõåìà ñêâîçíîãî ñ÷åòà äëß
ìíîãîìåðíîé çàäà÷è Ñòåôàíà. ÆÂÌ è ÌÔ, 1965, ò.5, N 5, ñ. 816-827.
[9] Áóçäîâ Á.Ê. Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà êâàçèëèíåàðèçàöèè â íåëèíåéíûõ êðàåâûõ
çàäà÷àõ. Â ñá. ¾Íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èõ
ïðèëîæåíèß¿. Êèåâ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÀÍ Óêðàèíû, 1993.
[10] Áåðåçîâñêèé À.À., Ëåîíòüåâ Þ.Â. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãíîçèðîâàíèå êðèî-
âîçäåéñòâèß íà áèîëîãè÷åñêèå òêàíè. Æ. ¾Êðèîáèîëîãèß¿. - Êèåâ:, Íàóêîâà
äóìêà,  3, 1989 ã., ñ. 7-13.
[11] Áåðåçîâñêèé À.À., Æóðàåâ Ê.Î., Þðòèí È.È. Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è
ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãèïîòåðìèè áèîòêàíè. Çàäà÷è Ñòåôàíà ñî ñâîáîä-
íûìè ãðàíèöàìè.- Êèåâ, 1990.- ñ. 9-20 (Ïðåïð / ÀÍ ÓÑÑÐ. Èí-ò ìàòåìàòèêè;
90.27)
